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СТОХАСТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ  
ОПТИМАЛЬНОЇ УЗАГАЛЬНЕНОЇ МОДЕЛІ ЛЕОНТЬЄВА  

 
У роботі запропонована стохастична статична узагальнена модель Леонтьєва з використанням 

вінерівських та пуассонівських випадкових процесів та проведено її дослідження. Для запропонованої 
стохастичної моделі проведено опис оптимального процесу та приведені розрахункові формули обчислення 
довірчих проміжків для оптимальних траєкторій за капіталами галузей при заданому довірчому рівні. Наведено 
модельний приклад дослідження статичної моделі оптимального розвитку трьохгалузевої економіки. 

Ключові слова: стохастична модель, статична узагальнена модель Леонтьєва, оптимальне керування, 
оптимальна траєкторія, оптимальний процес. 

 
Постановка проблеми. У моделі Леонтьєва 

продукція виробляється за однією виробничою 
технологією [1, с. 163-166], тоді як в узагальненій 
моделі Леонтьєва може бути використано 
скінчене число виробничих технологій для 
виробництва продукції [2, с. 239].  

Важливим напрямком досліджень є вивчення 
стохастичної оптимальної статичної узагальненої 
моделі Леонтьєва, яка містить використання 
вінерівських та пуассонівських процесів, як у 
теоретичному, так і практичному аспектах. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. На 
сьогодення розвиток стохастичного моделювання 
оптимальних динамічних систем відбувається у 
двох напрямках.  

У першому напрямку (необхідні умови 
оптимальності) проводяться дослідження, такі як 
роботи [3-5] та інші, де обчислюються градієнти 
критеріїв мети за відомих законах розподілу 
ймовірностей параметрів, станів системи та 
початкових умов. Оптимізаційні величини 
обчислюються за допомогою чисельних 
градієнтних методів. 

Другий напрямок (достатні умови 
оптимальності) присвячений дослідженням, 
таким як роботи [6-8] та інші, де 
використовуються стохастичні достатні умови 

оптимальності при вінерівських і пуассонівських 
процесах. Дана робота належить до цього другого 
напрямку дослідження. 

Формулювання цілей статті (постановка 
завдання). Головною метою цієї роботи є 
створення та дослідження стохастичної 
оптимальної узагальненої моделі Леонтьєва з 
використанням вінерівських і пуассонівських 
процесів. 

Виклад основного матеріалу дослідження. 
Спочатку здійснимо формалізацію 
детермінованої моделі, а потім, базуючись на ній, 
розробимо стохастичну модель. 

Для побудови детермінованої моделі ми 
встановлюємо певні припущення, згідно з [2, с. 
289-242; 9, с. 88-92]. 

Припущення 1. Припустимо, що в економіці є 
n  виробничих технологій та випускається m  

видів продукції. Нехай   l
ijA a , , 1,i j m , 

 1,l l i  – узагальнена матриця коефіцієнтів 

прямих затрат (узагальнена матриця Леонтьєва), 
 l
ija  – кількість i –го ресурсу для виробництва 

одиниці продукції виду j  в галузі (секторі) j  та 

виготовленої за l  виробничою технологією
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Х  – вектор валового випуску (рівень діяльності) та Y  – вектор кінцевого випуску продукції (кінцевий 
випуск): 
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 1, , ,mY Y Y
     – операція транспонування матриць. 

У кожній галузі обирається одна конкретна 
виробнича технологія з доступного набору. При 

цьому необхідно дотримуватись матричних 
нерівностей. 

 B A X Y  , 

0Х  . 
Припущення 2. Рівень діяльності обмежений 

не лише працею (робочою силою), але також 
залежить від вибору терміну виробництва і 
основних фондів. Основними елементами цих 
фондів є виробничі споруди та станки, а також 
земля та інші важливі ресурси. 

Нехай ij  – обсяг ресурсу i  потрібного для 

випуску одиниці продукції кожного процесу для 

галузі j ,  1,l l j , 11,j m , 1 1,i m m  , а в 

дійсності маємо в наявності обсяг ресурсу i  як i

, 1 1,i m m  . Тоді реальний досягнутий обсяг 
випуску повинен відповідати наступній умові 
(нерівності) в матричній формі 

X   ,  
де  
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
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Припущення 3. Кінцевий попит на продукцію 
i –ої галузі iY  дорівнює сумі валових інвестицій 

iVI  та невиробничого споживання (споживання) 

iC  

i i iY VI C  , 1,i m . 
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Причому, для фондоутворюючих галузей 

i i iY VI C  , 1,i r   r m , а 

нефондоутворюючих i iY C , 1,i r m  . 

Припущення 4. Витрати валових інвестицій 
кожної галузі iVI  ідуть на збільшення основних 
фондів інших галузей (розвиток економіки) 

1

m

i ij j
j

VI I


 , 1,i r  

причому 
1

1
r

ij
i




  для 1,j m   без врахування 

амортизаційних відрахувань. При i r  0ij   

для 1, ,j m   якщо для кожного i r  існує j , шо 

0ij   тоді i – ту галузь називають 

фондоутворюючою. 
Припущення 5. Рівняння руху капіталу має 

вигляд  

         l l l
i i i it I t    ,  1, il l , 1,i m ,  0 ,t t   

та означає, що валові інвестиції iI  ідуть на 
приріст капіталу (чисті інвестиції) 

     l l
i it d dt    та амортизаційні відрахування 

    ,l
i i t   де    0;1l

i   – норма амортизації, 

 1,l l i , 1,i m . 

Припущення 6. Рівень діяльності  l
iX  

обмежений макровиробничою функцією 
    ,l l

li i iF L   

      0 ,l l l
i li i iX F L   ,  1,l l i , 1,i m , 

яка залежить від капіталу  l
i  та робочої сили  l

iL  
та має властивості [10, с.6–7]: двічі неперервно–

диференційована на   0l
i   та   0l

iL  , 

монотонно зростаюча   0l
i il

F

   та   0l

i il L
F   , 

увігнута 
  2

0
l

i il
F


   та 

  2
0

l
i il L

F   ,  1,l l i , 

1,i m . 
Припущення 7. На робочу силу накладається 

обмеження  
   0 l
iL t ,  1,l l i , 1,i m , 

   
 

 
1 1

ilm
l

i
i l

L t t
 

  ,  0 ,t t  . 

Припущення 8. На кінцеві стани системи 
(капітали) накладаються обмеження  

     l l
i iT   ,  1,l l i , 1,i m . 

Припущення 9. На споживання накладаються 
обмеження 

   min
i iC t C , 1,i m ,  0 ,t t  . 

Із припущень 1-9 одержимо детерміновану 
модель 

           l l l
i i i it t I t     ,  1,l l i , 

   
 

 
 

   
1 1 1

ill i m
l l l

i ij j
l l j

t a X t
  

     

   

 
1

, 1,

, 1,

m

ij j i
j

i

t C t i r

C t i r m




 
   

  
   


, 1,i m , 

     
 

1 1

l i m
l l

ij j i
l j

X t 
 

 , 1 1,i m m  , 

 ( ) 0l
iL t  ,             0 ,l l l

i li i it F t L t    ,  1,l l i ,    min
i iC t C , 1,i m ,    

 

 
1 1

l im
l

i
i l

L t t
 

  . 
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Перейдемо до формалізації стохастичної 
моделі. 

Стохастична модель 
Нехай  , , F  – ймовірністний простір із   

– алгеброю   0, ,t t t   F , множиною 

елементарних подій   та мірою P ; 
       ,l l
i it t   �  (множина дійсних чисел) – 

t F  вимірний стандартний вінерівський процес із 
нульовим математичним сподіванням 

    0l
i t   та одиничною дисперсією –

   
2

1l
i t    ,  1,l l i , 1,i m ,  0 ,t t  , 

  [11, c.7–8];        ,l l
i it t    (� ), t F  

вимірний пуассонівський процес із математичним 

сподіванням        0
l l

i it x t t   ,  l
ix const , 

 1,l l i , 1,i m ,  0 ,t t  ,   [11, c.7]. 

Причому, випадкові процеси    l
i t  та    l

i t , 

 1,l l i , 1,i m  є незалежними. 

На ймовірнісному просторі  , , F  знайдений 

випадковий процес         ,l l
i it t    ,  1,l l i , 

1,i m ,  0 ,t t  ,   узагальненої моделі 

Леонтьєва, який 

 описується стохастичними диференціальними моделями руху капіталів  l
i  галузей в формі Imo 

[11, c.15-163] 
                         l l l l l l l
i i i i i i i it I t t t t t           , 

 1,l l i , 1,i m ,  0 ,t t  ; 
(1)

 задовольняє початкові умови: 
     

0 0
l l

i it  ,  
0 0
l

i t F ;     (2) 

 задовольняє обмеження на кінцеві стани системи (капітали) 
     l l
i i    ,  1,l l i , 1,i m .     (3) 

Накладаються обмеження на рівень 

діяльності  l
iX , валові інвестиції iI , споживання 

iC , робочу силу  l
iL  та сумарну робочу силу 

            0 ,l l l
i li i it F t L t    ,  1,l l i , 1,i m , 

     
 

1 1

l i m
l l

ij j i
l j

X t 
 

 , 1 1,i m m  , 

   
 

 
 

   
1 1 1

ill i m
l l l

i ij j
l l j

t a X t
  

     

   

 
1

, 1,

, 1,

m

ij j i
j

i

t C t i r

C t i r m




 
   

  
   


, 1,i m ,  

  0iI t  ,    min
i iC t C ,     0l

iL t  ,  1,l l i , 1,i m , 

   
 

 
1 1

l im
l

i
i l

L t t 
 

   ,  0 ,t t  . 

(4)

За критерій мети в умовах досконалої 
конкуренції візьмемо максимізацію середнього 
інтегрального прибутку за відрізок часу  0 ,t   

       

 
   

 
  

0

0

1

1
, , ,

1

, 1,
max ,

, 1,

m

i i i
it

m

m ij j i
ji i

L C
i t

i

q t Y t I t dt

I t C t i r
q t I t dt

C t i r m

 










 

    

  
   

      
      




 

   (5) 
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де           11 1
1 1, , , , , , ,l l m

m mX X X X X


      

          11 1
1 1, , , , , ,l l m

m mL L L L L


    , 

 1, , mI I I
  ,  1, , mC C C

  ,   

  – операція транспортування матриць,  l
i ,  l

i , 

 1,l l i , iq , 1,i m  та   – кусково–неперервні 

функції на  0 ,t  .  

Модель (1)–(5) у математичному плані є 
задачею стохастичного оптимального керування, 
в якій керуваннями виступає рівень діяльності 

 l
iX , робоча сила  l

iL  1,l l i , валові інвестиції 

iI  та споживання iC , 1,i m , а фазовою 

траєкторією – капітали галузей  l
i ,  1,l l i , 

1,i m . 
Проведемо дослідження моделі (1)–(5) із 

використанням стохастичних достатніх умов 
оптимальності [12, c.116–119, с.158, с. 162-163]. 

Оптимальні керування. Для моделі (1)–(5) 
застосуємо достатні умови оптимальності, за 
якими запишемо рівняння Беллмана з крайовою 
умовою 

  
, , , , , ,
inf , , , , , , inf
L I C L I C

R t L I C V V t
 

       

 
 

       
1 1

ilm
l l l

i i i i
i l

V t I t
 

          

 
     

  2 2
2

1 1

0.5
l im

l l
i it

i l

V
 

      

         
 

1 1

, , , ,
l im

l l l l
i i i i

i l

x V t V t
 

            

 
1

1

, 1,
0

, 1,

m

m ij j i
ji i

i

i

I C i r
q I

C t i r m








  
          

        


 ,  0 ,t t  , 

 , 0V    ,  

Де                    1 11 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1, , , , , , , , , , , , ,l i l i l ml

i i i i m m


 

                  , 

(6)

невідома функція  ,V t   – неперервно 

диференційована один раз по t  і двічі по   на 

декартовому добутку    0 , 0t      та яку 

будемо шукати у вигляді  

   
 

     

1 1

,
l im

l l l
i i i

i l

V t b t 
 

      ,  0 ,t t  .    (7) 

Тут  l
ib  – сталі, які підлягають визначенню 

(вибору). 

Підставимо (7) у рівняння Беллмана (6). 
Сформуємо задачу нелінійного програмування 
для визначення керувань. Із рівняння Беллмана 
(6) маємо критерій мети 

 
 

   1
,

1 1

, 1,
min

, 1,

m
l im

ij j il
ji i i i C

i l

i

I C i r
b I q t I t

C i r m





 

   
           

        

    (8) 

та обмеження  
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 
 

     

       
 

  

1 1

1

1

, 1,
0

, 1,

l im
l l l

i i i i
i l

m

l i
ij i il l l

ji i i i i
l

i

b t

C i r
x b t q t I

C i r m






 





        
 

       
   

 




  (9) 

 0 , .t t   

До співвідношень (8) і (9) допишемо 
обмеження на керування (4) та кінцевий стан 
системи (капіталів галузей) (3). 

Задачу нелінійного програмування (3), (4), 
(8), (9) можна розв’язати одним із чисельних 
градієнтних методів [13] і при цьому визначити 
оптимальні керування за рівнем діяльності 

        1 (1) 1 ( )
1 1( ) ( ),..., ( ),..., ( ),..., ( )

T
l l m

m mX t X t X t X t X t     , 

за робочою силою 

         1 (1) 1 ( )
1 1( ) ( ),..., ( ),..., ( ),..., ( )

T
l l m

m mL t L t L t L t L t     , за 

валовими інвестиціями  1( ) ( ),..., ( )
T

mI t I t L t  , 

за споживанням  1( ) ( ),..., ( )
T

mC t C t C t  . 

Слід зауважити, що оптимальні керування не 
залежать від коефіцієнта при приростах 
вінерівських процесів у динаміках капіталів (1) та 
є детермінованими величинами. 

Алгоритм розвʼязування задачі нелінійного 
програмування (3), (4), (8), (9) такий. 

1. Розвʼязується задача нелінійного 
програмування (3)-(4), (8)-(9) при t   . Вибором 

сталих  l
ib ,  1,l l i , 1,i m  потрібно домогтися 

виконання існування розвʼязку цієї задачі. Якщо 
розв’язок не існує, то це означає, що кінцеві стани 

системи  l
iT ,  1,l l i , 1,i m  не досяжні. У 

цьому випадку необхідно послабити умови на 
вхідну інформацію задачі (1)–(5). Вихід із 
алгоритму. 

При існуванні для деяких сталих ( )l
ib , 

 1,l l i , 1,i m  розвʼязку задачі (3), (4), (8), (9) – 

перехід на блок 2. 

2. Одержано оптимальні керування при 
t   :    ,  L  ,    ,  C  . 

Розібʼємо часовий відрізок  0 ,t   на   частин 

із кроком  0 /t t     . 

3. Проведемо розрахунок оптимальних 
керувань  0t t   ,  0L t t   , 

 0t t   ,  0C t t   , 1, 1    із 

розвʼязування задачі нелінійного програмування 
(4), (8), (9). 

Таким чином, отримали оптимальні 
керування за рівнем діяльності  0 ,t t    за 

робочою силою  0 ,L t t    за валовими 

інвестиціями  0 ,t t    за споживанням 

 0C t t   , 1,  . 

Причому оптимальні керування не залежать 
від коефіцієнтів при приростах вінерівських 
процесів у динаміках капіталів і є 
детермінованими величинами. 

За знайденими оптимальним керуванням за 
валовими інвестиціями   стохастичні 

оптимальні траєкторії за капіталами галузей   
визначаються одним із чисельних методів [14, 
c.278–296; 15] із стохастичної початкової задачі 
(1)–(2) при .     

А середні оптимальні траєкторії  c
  

визначаються із використанням властивостей 
вінерівського та пуасонівсткого процесів 

     0t t    
� ,     t t x    

�
  з 

середньої динаміки капіталів (1) при середніх 
початкових умовах (2) та мають вигляд 

                       0

0

,
0

e l
i i

t
t tl c l t y l l

i i i i i

t

t e e y y x dy      


       ,  1,l l i , 1,i m , 

          11 1
1 1, , , , , ,l l m

m mx x x x x


    , 

                    11 1
1 1, , , , , ,l l m

m mt t t t t    


    , 

                    11 1
1 1, , , , , ,l l m

m mt t t t t    


    , 

          1, (1), 1, ( ),
1 1,..., ,..., ,...,

T
c c l c c l m c

m m          , 
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        1 (1) 1 ( )
1 1,..., ,..., ,...,

T
l l m

m m          . 

Тоді оптимальні керування за кінцевим 

випуском продукції     1 ,...,
T

mY Y Y 
   

обчислюється за формулою 

   

 

( ) ( )

( )
1

( )

, 1,
( ) ,

, 1,

m

ij i i
ji

i

t C t i r
Y t

C t i r m

  






 
   

  
   

  0 ,t t  , 1,i m . 

Таким чином, визначили оптимальний процес 

 ( )t ,  t ,  L t ,  t ,  C t , 

 0 ,t t  . Причому, оптимальні керування є 

кусково-неперевними функціями, а оптимальні 
траєкторії – кусково-диференційованими 
функціями на  0 ,t  . 

При стохастичному моделюванні необхідно 
знати довірчі межі за заданою ймовірністю 
(довірчим рівнем) середніх значень та дисперсій 

нормальних генеральних сукупностей 
оптимальних траєкторій за капіталами галузей. 

Нехай проведено обчислювальний 
експеримент по визначенню оптимальних 
траєкторій за капіталами галузей і одержано Q  

ансамблів ( ) ( )l
ijK t ,  1,l l i , 1,i m , 1,j Q , 

 0 ,t t  . 

Обчислимо вибіркові статистики [16, с.213] 
оптимальних траєкторій за капіталами галузей: 

 вибіркові середні  

    1 ( )

1

( )
Q

l l
i ij

j

t Q K t
 



   ,  0 ,t t  ,  1,l l i ; 

 вибіркові дисперсії 

          212 ( )

1

1 ( )l
i

Q
ll

ij i
j

S t Q K t t



 



   ,  0 ,t t  ,  1,l l i , 1,i m . 

Зауважимо, що вибіркові середні 

оптимальних траєкторій за капіталами  l
i  

дорівнюють середнім оптимальним траєкторіям 
( , )l c
ijK  , тобто   ( , )( ) ( )l l c

i ijt K t  ,  1,l l i , 1,i m , 

 0 ,t t  . Довірчі проміжки для дисперсій 

нормальних сукупностей оптимальних траєкторій 
за капіталами галузей та за заданою ймовірністю 

(0;1)  набувають вигляду

       2 2

2 2
1 2 2

( 1) ( 1)
;

( 1) ( 1)

l l
i i

Q S t Q S t

Q Q 
  

 

  
 
  
 

,  1,l l i , 1,i m ,  0 ,t t  ,  

де  2 2
2 1 2( 1) ( 1) 2 1 2Q Q         – 

квантилі розподілу Пірсона із ступенями ( 1Q  ) 

та довірчим рівнем   (табличне значення в [16, c. 
238-239]). 

Тоді довірчими проміжками для реальних 
значень оптимальних траєкторій за капіталами 

галузей  ,l p
i  та за заданим довірчим рівнем   є 

             
, , ,( ) ( ) ; ( )

l l
i il p l c l c

i i i

S t t S t t
t t t

Q Q
 

  
  

  
      
 
 

, 

 1,l l i , 1,i m ,  0 ,t t  , 

де t  –  -квантиль розподілу Стʼюдента із ( 1Q 
) ступенем вільності при довірчому рівні   
(табличне значення в [16, c. 236-237]). 

Таким чином, визначені довірчі межі 
реальних значень оптимальних траєкторій за 
капіталами галузей при заданому довірчому рівні. 

Зауваження. Вище описана методика 
справедлива для стохастичної моделі (1)-(4) із 
критерієм мети – максимізувавши середню 
інтегральну дисконтовану функцію корисності 

( )U C  від споживання С  на відрізку часу  0 ,t   

  0( )

, , ,
maxt t

X L I C
t

e U C t dt


   , 
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де   – математичне сподівання,   – норма 
дисконту, ( 0) 0U C    – функція корисності з 
властивостями: двічі неперевно-
диференційована, монотонно зростаюча, 
вгнута  та (0) 0U  . 

Модельний приклад. Проведемо 
дослідження статичної моделі оптимального 
розвитку трьохгалузевої економіки при таких 
даних: 

1 2 3

0,403 0,564 0,528 0,089 0,102 0,096

0,092 0,006 0,003 0,212 0,254 0,226

0,092 0,009 0,006 0,048 0,103 0,054

галузь галузь галузь

A

 
 
 
 
 
 

, 

1 1 1

0 0 0

0 0 0


 
   
 
 

, 

3m  , 1r  ,  

   1 4 3 4(1) (1) (1) (1) (1)
1 1 1 1 1( , ) 10F K L K L , 

   0.4 0.6(1) (1) (1) (1) (1)
2 2 2 2 2( , ) 10F K L K L ,    1 3 2 3(2) (2) (2) (2) (2)

2 2 2 2 2( , ) 12F K L K L , 

   0.19 0.81(1) (1) (1) (1) (1)
3 3 3 3 3( , ) 14F K L K L .    0.22 0.78(2) (2) (2) (2) (2)

3 3 3 3 3( , ) 13F K L K L , 

   1 5 4 5(3) (3) (3) (3) (3)
3 3 3 3 3( , ) 15F K L K L , 
(1)
1 0.07  , (1)

2 0.075  , (2)
2 0.08  , (1)

3 0.083  , (2)
3 0.093  , (3)

3 0.09  , 

10T  , 0 0t  , 

1 0

(1) 5K  , 
2 0

(1) 4.2K  , 
2 0

(2) 4K  , 
3 0

(1) 3.2K  , 
3 0

(2) 2.8K  , 
3 0

(3) 3.0K  , 

1

(1) 350
T

K  , 
2

(1) 142
T

K  , 
2

(2) 140
T

K  , 
3

(1) 327
T

K  , 
3

(2) 323
T

K  , 
3

(3) 325
T

K  , 
(min)
1 0.1C  , (min)

2 0.2C  , (min)
3 0.3C  , 

(1)
1 8  , (1)

2 8.9  , (2)
2 9  , (1)

3 9.8  , (2)
3 10.2  , (3)

3 10  ,  
(1)

1 4  , (1)
2 4.9  , (2)

2 5  , (1)
3 7.2  , (2)

3 6.8  , (3)
3 7  ,  

152.236N  , 1 10q  , 2 12q  , 3 13q  , 
(1)
1 2x  , (1)

2 2.8x  , (2)
2 3x  , (1)

3 5.2x  , (2)
3 4.8x  , (3)

3 5x  ,  

1 17.518  , 2 13.516  , 3 9.911  , 

0.008 0.009 0.003 0.013 0.016 0.007

0.006 0.010 0.002 0.014 0.009 0.006

0.005 0.012 0.001 0.015 0.017 0.003

 
    
 
 

. 

Приведемо деякі оптимальні значення економічних показників: 
- оптимальні керування за валовими інвестиціями 

1 40.3895  , 2 5.3822  , 3 5.3822  ; 

- оптимальні керування за рівнями діяльності 
(1)
1 1580  , (2)

2 202  , (3)
3 603  ; 

- оптимальні керування за робочою силою 
(1)
1 101.4463L   , (2)

2 10.0247L   , (3)
3 40.7654L   ; 

- оптимальні керування за споживаннями 

1 24.7529С   , 2 4.3407С   , 3 20.4235С   ; 

- оптимальні керування за кінцевою продукцією 

1 84.6293Y   , 2 4.3407Y   , 3 20.4235Y   . 

Оптимальні траєкторії за капіталами з її 
довірчими проміжками при довірчому рівні 

0.90   із 19 ступенями вільності 

0.90( (19) 1.729t   – розподіл Ст’юдента, мінус “–” 
– нижня межа довірчого проміжку, плюс “+” – 
верхня межа) подані в таблиці 1. 
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Таблиця 1 
Оптимальні траєкторії за капіталами та їх довірчі проміжки 

t  (1)
1

0.9
(1)
1

(19)

20
ОПK

ОП

S t
K   

( 2)
2

0.9
(2)
2

(19)

20
ОПK

ОП

S t
K   

(3)
3

0.9
(3)
3

(19)

20
ОПK

ОП

S t
K   

0.5 28.6043±3.4325 13.8331±1.3833 26.8761±2.9564 
1 51.3967±6.1676 23.2807±2.3281 49.7016±5.4672 
2 94.6566±11.3588 41.0790±4.1080 92.3837±10.1622 
3 134.9920±16.1990 57.5089±5.7510 131.3921±14.4531 
4 172.6004±18.9860 72.6757±6.5408 167.0432±16.7043 
5 207.6662±22.8433 86.6763±7.8009 197.7129±19.7713 
6 240.3614±26.4398 99.6005±8.9640 229.4040±22.9404 
7 270.8462±27.0846 111.5311±8.9225 256.6193±23.0957 
8 299.2700±29.9270 112.5503±9.0040 281.4922±25.3343 
9 325.7722±32.5772 132.7110±10.6169 304.2243±27.3809 
10 350.4827±35.0483 142.0959±11.3677 325±29.2532 

 
Висновки. 1. Запропоновано і досліджено 

стохастичну оптимізаційну узагальнену модель 
Леонтьєва, яка містить вінерівські та 
пуассонівські процеси. 

2. Для розробленої стохастичної моделі 
надано опис оптимального процесу та 
розрахункові формули для обчислення довірчих 
проміжків оптимальних траєкторій капіталів 
галузей з заданим рівнем довіри. 

3. Виявлено, що в запропонованій 
стохастичній моделі оптимальні керування за 
рівнем діяльності, робочою силою, валовими 
інвестиціями, споживанням та кінцевим 
випуском продукції не залежать від коефіцієнтів 
при приростах вінерівських процесів в динаміках 
капіталів галузей і мають детермінований 
характер, тоді як оптимальні траєкторії капіталів 
галузей мають стохастичний характер. 
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Summary 

 
Myroslav Boichuk, Liubov Makhanets 

 
STOCHASTIC MODELING OF THE OPTIMAL GENERALIZED LEONTIEF MODEL 

 
The paper proposes a stochastic static generalized Leontief model using Wiener and Poisson random processes and 

studies it. For the proposed stochastic model, the optimal process is described and the calculation formulas for 
calculating confidence intervals for optimal trajectories in terms of the capital of industries at a given confidence level 
are presented. A model example of the study of a static model of optimal development of a three-sector economy is 
presented. 

Keywords: stochastic model, static generalized Leontief model, optimal control, optimal trajectory, optimal process. 


